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l. nmaux:IlJI
Dentro del Mkodo de los El.srentos Finitos existen dos
t6c:n1cas :furdamentalee de ctrt:.erd.& de una mayor aprox1ltilc16n
de los resultados:
1) U'1 DByor ref1nm1ento de la malla.
2) ~ mm!I1to del oxden de las fun::1ooes de interpolac16n
En aDXl8 CaBOS es preciso que la ser1e de furx:1ooes ccor-
denadas faaaen un 81..ste1na carplet:o e :fIrIlcn:}lm CI:ll'M!rgIE!I1ia en el
sentirlo de Rib.
Las oond1.c1a*I neoesar1as para efectuar la 1ntegraci6n -
de la funcia1a.l iDpllcan UlXl8 requ1s1toa de cxmt1nu1dad de las
furcl.ch!s de aprox1nw:16n en el elerrento con sus aéI:yaclentes. se
gGn Be amplan o no esas CD1dicioneB se tienen doe tipos de eli
mentes: axlformes (o ampatibleB) y no ex>nfaI::mes (o 1.ncxDpau'=
bIes) •
Exiate la~ de 00~ 0I:Xlt.1rA11.dad superior
a la necesaria en el prob1E1ll1l que se est! tratarxlo, es decir, -
utilizar las variables b6&1caB estr1ctas. Estos elE!Iento8 se de
n::minan s:úlples frente a 108 h1pere1enent.os.
Es dificil CD'\8EIl3U1r func:J..<mes de interpolac1.6n de elenen
tos a1rrples oonfames 'o:I&1Ü) se trata de prd>lBnas de orden de =-
CCI'Jt1nu1dad wperlor a CU. Por este mt1vo se han utilizado a -
veces con gran eficacia CXJlIlUtacl.onal elanentos sÚlples 00 ron-
f<mres. Sin EIlt)argo la convergenc1a de este tipo de e1eD:entos es
no UUlOt:6:ú.ca y pJede ser dependiente del tipo de malla utiliza-
da.
lCrA(-): EV1dentsDente ros referinDs a prOOJfIlIIls bidimensionales




Para la obtenc16n de elarentos oon:fcmres se han utilizado
tres tknicas:
1- Mediante adición de funciones rac1onales.
2- Hiperel.errentos.
3- FUnciones a trozos.
Las funciones rac1.omles tienen dificultades de integra-
ci6n y los HiperelEllel'ltoS presentan prt:blaras de eccesiva oonti
nu:idad dando a su vez JmY b.lenos resultados (3). Hay t.6aU.cas =-
que evitan esos prOOlElTlilB.
En el presente estudio se va a CClf'ISiderar la tercera p:l"'"
sibil..idad, es decir, las func:1aIes a tzozos:
El utilizar funciooes a, trozos para re9:l1ver este prc:ble
ma fue iniciado por CloJgh y Feli¡:pa (4) con rruy buenos resul.t:a
00s, Y se hi20 una extensi6n del triángulo tratado a elsnentos-
euadraJl3Ulares •
Este tipo de enfcque tiene las siguientes ventajas ac1sll6a
de las debidas a la confonn:l.dad:
-Mejor int.egraci6n nI.IlÉica que las funciooes rac1ooales.
-La :iJrp:)sici6n de derivadas cruzadas en loe lados no •
plica c:ordic1.ones adiciDnal.es, ya que deben ser oonti-
nuas f1.siccmente hablardo.
-5a'l. elEllBltos slnples de fki1 extensi6n a Umínas.
-No influye el carb10 de material o geanetr!a de un ele-
mento a otro.
-F6cil. 1np:>sici6n de cx:n:i1.cia'tes de contorro En los v&t.!.
~.
-No se añaden t&m:irxls de grado superior al grado del ma-
yor poliranio a:mpleto, ¡:ues se ha CXitptcbado que~
ra la o:mverge!da..
-se pueden crear fanilias jerA%quicas de elmBlto& de ea..
te tipo que den una mejor transic1b1 Entre e1&ueiltos y -
pennitan el uso de funciones de interpolaci6n de mayor -
graOO que dan mejores resultacbs a igualdad de 9d1-
2. PIANl'F»IIl:Nr llNALITICD
Pensarrlo en la extensi6n de este tipo de fomul act6n y -
ut1lizarrlo la 1dea de Clough Y Fel1¡:pa se plante6 el eleoento -
triangular de la figura 1.
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caro eJqlreSi6n de la funci6n de interpolaci6n se oonside
ro un poUn:rni.o qu1ntioo en cada lJIlbtriángulo del tipo: -
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La fornu1aci6n que da los ai "1k en funci6n de los gdl del
suetri Mgul.o es sencilla, pero al 'l:t'~tar de irlponer la oontinui
dad C1 entre los distintos subtriárY:julos, la reso1ucioo anal!tI'
ca se a::Ilplicaba. Por esta razón se pensó en un proceso l'UlÉ'i=-
00 CDT{lleto para cualquier grado de poliIani.o.
3. PUlNIE1IMImlU l'UtERICO
En una priIrera inst:a.ncia se plant:e6 el elB'lEllto gerér:1oo
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Caro se ve tmpxx> hay oontizu1dad el entre loe 8':tel~
tos pero se ha dado un paso de oonoentrar en 13 todoe los gd1 -
que luego se el1m1narSn 1Jlpon1erdo cnnt.1nu:1.&d entre los s:bele_. -
Siguiendo la idea de &mBrt!n (5) de ClOllU!ultar loe gd1
en un mño cm vistas a facilitar la un1I5n de unce e1&lEUt:os con
otros y sabiendo que eso ro procb:le tIlP!llX'tIll1ento M la oonver-
gencia, se redujo el elerrento ya 00!'lIUdBrad0 al. que. l1li inll.cIl en
la figura 3.
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Usan:!o la mt:aeHln expJeBt:a en la figura 4, las d1at.1nta8
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3 •3. IMRElCIC6 lE lA a::N1'JllJIIW) el
cm estas bues Be p.lBde fem..]ar en cada e1aII!nto pam
tOOos los ~ el- s1.quis'I.te si8t:eIoll





p • ~ .s.111-1 !(1)
Irrp:I'l.1erdo la <D'l.t1nu1dad el entre subelementoe se obtie-
ne,
• • (11 + B 0.(21
· ,
." - .., -
B (11 +. .Cll · ,~l!.
""-
B • (2) + R (3)
· ,
-52 - =53!.
Pclr11.erdc Q (1) en funci6n de todos los gdl del t::r14D;rulo
carpleto se uñ
~(1) • (~~l ª'" sierdo ~ los gdl o::lrrespondientes al
mm interior. Cd)
-1
1:Z 1 :z(!51 So + ~:z ~l!!o ... (!51 So +!¡2 ~ '! • o
1 ] 1 ](!¡l So + !sJ ~l~ ... {!¡l.s. +!s3 f J! • o
de 1bde se obtiene
,
1.(il
y por lo tanto:
pUl. !!: !. (1) • !!! ~1! para cada~
1 - 56
Luego ! '" ~ ~ s1.eD:k> !! el vector de l.aa func:1one8 de -
toma_
Para los grados 5 Y 6 se~ en la figura S la func16n
de forma relativa al gdl. fl.echa en un vktJ.oe exterior.
El orgarU.gr«Dll del programa de o::rtp.tt:ador utilizado 88 in












PASO A COORDENADAS I SOBell
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GULO COMPLETO SUBCn











1. B.M. Irc:ns Y J .K. DraR:er, Inadequacy of ncdal ronneticI'I8 in
a stiffnes solutioo. for plate benllng! J .A.I.A.A. ,3,5, 1965.
2. J. Diaz del valle Y A. samart!n Quiroga, tuna rontr:ü:uc1f.n al
estld10 de hiperelBllelltos Finitos en flexi6n de placas:
E.T.S.I.C.C.P. san~ 1980.
3. C.A. FelJ1I'P'. ¡Refinad f1n1te Elanent Analysis of llnear aro
N::nllnear two-dimens1ooal Structures!
4. R.W. Clough y C.A. Fe]] 1¡;re. lA ref1ned quadrllateral e1Ement
tar analysis of plate ben:iiJ'g! Proc. 2n:1 Conf. Matrix Me1:tDda
in Struct. Mech. Ai.rforoe. Inst. af Ted1., Wright Patter80ll
A.F. Base, Chic, 1968.
5. A. samart!n Q,úroga. "un estu:l1o sobre la exact1tu:i del m6to-
do de los elarentos f1n1toB. Aplicaci6n a la barra recta de
eeoc:i6n variable bajo esfuerzos axilas". Deparbmento de Anl-
lisis de las Estructuras. Escuela T6cn1ca SUperior de~
:ros de cam:1n:ls, canales Y Puertos • .sant.ali!er (1980). -
